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Énoncé :

La fonction caractéristique de la loi normale N (µ, σ) est

exp(iµt)exp

(
−1

2
σ2t2

)
La fonction caractéristique de la loi de Cauchy C(a, b) est

eiate−b|t|

On rappelle les informations suivantes :
• Pour (µ, σ) ∈ R × R+, la loi normale N (µ, σ2) est dé�nie par sa densité de probabilité

f(t) = 1
σ
√
2π
e−

(t−µ)2

2σ2 .

• Pour (a, b) ∈ R × R+
∗ , la loi de Cauchy C(a, b) est dé�nie par sa densité de probabilité

f(t) = 1
π

b
(t−a)2+b2

.
• Pour X v.a à valeurs complexes dans R, on dé�nit la fonction caractéristique de X comme

∀t ∈ R, φX(t) = E[eitX ]. Si X possède une densité fX , alors φX(t) =
∫
R fX(t)e

itxdx.

Résolution :

1. On commence par calculer la fonction caractéristique de la loi normale pour µ = 0 et σ = 1.
On note φ la fonction caractéristique de cette loi. Alors comme cette loi possède une densité
1√
2π
exp(−x2/2), on en déduit que

φ(t) =
1√
2π

∫
R
exp(

−x2

2
)exp(itx)dx

pour tout réel t ∈ R. On dé�nit la fonction

f : C× R → C
(z, x) 7→ exp(−x2/2)exp(xz)

et remarquons que φ(t) = 1√
2π

∫
R f(it, x)dx pour tout réel t ∈ R. On dé�nit alors la fonction

F : C → C
z 7→ 1√

2π

∫
R f(z, x)dx
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Pour tout z ∈ C, la fonction x 7→ f(z, x) = exp(−x2/2)exp(xz) est mesurable.
Pour tout x ∈ R, la fonction z 7→ f(z, x) est holomorphe. Soit K un compact de C, il existe
une constante C ∈ R tel que pour tout z ∈ K, |z| ≤ C. Ainsi pour tout z ∈ K et tout x ∈ R,

|f(z, x)| = exp(−x2/2)|exp(xz)| = exp(−x2/2)exp(xRe(z))

≤ exp(−x2/2)exp(|x|C)

La fonction gK(x) = exp(−x2/2)exp(|x|C) étant intégrable sur R, on en déduit d'après le
théorème d'holomorphie sosu le signe intégrale que F est holomorphe sur C.

Supposons que z soit un réel. Alors dans ce cas, l'intégrale précédente se simpli�e consid-
érablement à l'aide du changement de variable u = x− z et à l'aide de la formule de l'intégrale
de Gauss :

1√
2π

∫
R
exp(−x2/2)exp(zx)dx =

1√
2π

∫
R
exp(−(x− z)2/2 + z2/2)dx

=
1√
2π

exp(z2/2)

∫
R
exp(−(x− z)2/2)dx

=
1√
2π

exp(z2/2)

∫
R
exp(−u2/2)du

= exp(z2/2)

La fonction z 7→ exp(z2/2) est holomorphe sur C ( comme composée de fonctions holomorphes).
Ainsi F coincïde avec exp(z2/2) sur la droite réel R. Or F est holomorphe sur C. On en déduit
d'après le Théorème de prolongement analytique que F (z) = exp(z2/2) sur C. En particulier,
lorsque z = it pour n'importe quel réel t ∈ R, on obtient que

φ(t) = exp(−t2/2).

On considère pour �nir la variable aléatoire Y = σX + µ où X est une variable aléatoire de loi
N (0, 1).Alors

φY (t) = E[eitY ] = E[eit(σX+µ)]

= eiµtE[eitσX ] = eiµtφX(σt)

= eiµte−
σ2t2
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2. Commençons par calculer la fonction caractéristique de la loi C(0, 1) qui est

φ(t) =
1

π

∫
R
eitx

1

x2 + 1
dx

Soit t ∈ R+ pour commencer. On dé�nit la fonction holomorphe

f : C \ {i,−i} → C
z 7→ eitz

1+z2

Pour R > 1, on dé�nit le contour Γ par l'union des deux chemins suivants : le chemin γ1 :
[0, π] 7→ C qui est dé�ni par γ1(t) = Reit et le chemin γ2 : [−R,R] 7→ C qui est dé�ni par
γ2(t) = t.
L'unique pôle de f dans ce contour est i. Ainsi, d'après le théorème des résidus, on a

1

2iπ

∫
Γ

f(z)dz = Resif(x)IndΓ(i)
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Comme l'indice vaut 1, il reste à calculer ce résidus et l'intégrale.

Comme le point i est un pôle d'ordre 1 de f , alors

Resif = lim
z→i

(z − i)f(z)

= lim
z→i

(z − i)
eitz

(z − i)(z + i)

= lim
z→i

eitz

z + i

=
ei

2t

2i
= −i

e−t
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De plus, ∫
γ2

f(z)dz =

∫ R

−R

f(x)ds et

∫
γ1

f(z)dz =

∫ π

0

f(Reiθ)iReiθdθ.

Comme pour tout x ∈ R, |f(x)| ≤ 1
1+x2 qui est intégrable sur R, d'après le théorème de

convergence dominée, on a

lim
R→+∞

∫ R

−R

f(x)dx =

∫
R

eitx

1 + x2
ds

Or cette dernière intégrale est celle qu'on cherche à calculer.
Montrons maintenant que

∫
γ1
f(z)dz converger vers 0 : soit z = Reiθ avec θ ∈ [0, π]. Alors,

comme t ≥ 0 et comme sin(θ) ≥ 0,

|f(Reiθ)eiθ| = |eitReiθ |
|1 + (Reiθ)2|

=
e−Rt sin(θ)

|1 +R2ei2θ|
≤ 1

R2 − 1

car |R2ei2θ|−|1| ≤ |1+R2ei2θ| d'après l'inégalité triangulaire renversée. D'après le théorème de
convergence dominée, on en déduit que

∫
γ1
f(z)dz converge vers 0 lorsque R tend vers l'in�ni.

On a donc

lim
R→+∞

∫
Γ

f(z)dz = 2iπResif ⇔ lim
R→+∞

(∫
γ1

f(z)dz +

∫
γ2

f(z)dz

)
= πe−t

⇔
∫
R

eitx

1 + x2
dx = πe−t

Donc on en déduit que

φ(t) =
1

π

∫
R
eitx

1

x2 + 1
dx =

1

π
πe−t = e−t

pour tout t ≥ 0. Comme la loi est symétrique, on en déduit que φ(t) = e−|t| pour tout t ∈ R.
Pour conclure, on dé�nit Y = bX + A où X est une variable aléatoire de loi C(0, 1). Ainsi Y
est de loi C(a, b) en calculant sa densité de probabilité. De plus :

φY (t) = E[eitY ] = E[eitbX+ait] = eiatE[eitbX ] = eiatφX(bt) = eiate−b|t|

Pour tout t ∈ R.
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